Chapter 1

Vazane extremy

V teto sekci obdrzime funkci f a mnozinu M a budeme hledat maximum (supre-
mum) a minimum (infimum) funkce f vzhledem k mnozine M. Budeme pouzivat
vetu (V14) o nabyvani extremu (spojita funkce na kompaktu nabyva maxima i
minima), vetu (V16) nutnou podminku existence extremu na otevrene mnozine
(nulovost gradientu) a vety (V24), (V25) o Lagrangeove (Lagrangeovych)
multiplikatorech. Chtel bych jeste zminit nasledujici uzitecnou poznamku.

Poznamka 1.1. Nechtn € N, f : R" - R a M C R™. Jestlize f je spojita, pak
supy (f) = supzz(f) a infar(f) = infz7(f).

Proof. Protoze M C M, tak sup,,(f) < supz7(f). Oznacime supy7(f) =: A € R*.
Opacnou nerovnost dokazeme tak, ze pro kazde B < A nalezneme bod x € M, ze
f(x) > B.

Z definice suprema plyne, ze existuje y € M, ze f(y) > B. Pokud y € M
jsme hotovi. Predpokladejme, ze y ¢ M. Pak y € bd(M). Ze spojitosti f plyne
existence § > 0, ze Vz € B(y,0) : f(z) > B. Z definice bd(M) plyne, ze existuje
x € B(z,0)N M atedy f(x) > B. Rovnost pro infimum lze dokazat podobne nebo
1ze prejit k —f.

Rovnez slo dokazat nasledovne. G := {x € R"™; f(z) > B}. Z f spojita
plyne G otevrena. Z definice suprema plyne G N M # (. Z Vety ??(xviii) plyne
GNM #0. O

1.0.1 Elementarni metody

Nejprve si uvedeme nekolik elementarnich metod, jak hledat extremy funkci.
e Kouknu a vidim (jednoduche odhady),
e slozitejsi odhady,
e parametrizace,

e extremalni body.

Kouknu a vidim
o [1. zadani] f(z,y,2) = 2%+ y2 + 22 + 2z + 4y — 62, M := R3,.
o [L. reseni] f(z,y,2) = (z+1)2+ (y+2)%+ (2 — 3)% — 14 tedy miny (f) = —14

a nabyva se v bode [—1,-2,3]. Z f(n,0,0) = n2 4+ 2n "= 400 plyne, ze
supy (f) = +oo.



e [2. zadani] f(z,y,2) = (z+y)?+ (z —y)* + 2, M := (—1,1)3.

e [2. reseni] f(z,y,2) = 222+ 2y? + 2. Vsimneme si, ze {[x,y] € R?; [z,vy,20] €
M} (rez mnozinou M kolmy na osu z protinajici osu z v hodnote zj) je stejna
pro vsechny zg € (—1,1). Podobne to je i pro ostatni promenne. Z toho plyne,
ze

max(f) = max 2z + max 2y* + max z =5
M (=1,1) (-1,1) (=1,1)

a nabyva se v bodech [£1, 41, 1]. Obdobne

m]\/iln(f) = <rnll7r11> 222 4 (mlllll) 2y% + <rnlln> z=-1

a nabyva se v bode [0,0, —1].

Slozitejsi odhady
e [1. zadani] f(z,y) := (2 + 5y2)€—(3x2+y2), M = R2.

e [1. reseni| Vidime, ze 0 = f(0,0) < f(z,y) pro [z,y] # [0,0]. Tedy minp;(f) =
0 a nabyva se v bode [0, 0].

Vi(x,y) = [(Qx — 6% — 30xy2)e_(3”2+y2), (10y — 10y® — 2x2y)e_(3””2+92)} .
Z (V16) plyne, ze f muze nabyvat maxima jen v bode, kde V f(z,y) = [0,0].

Resime tedy tuto rovnici. Pokud z = 0, tak y € {0,£1}. Pokud y = 0 tak
€ {0, j:%} Pokud z,y # 0, tak obdrzime soustavu rovnic

622 + 30y =2,
22 4+ 10y? =10,

ktera nema zadne reseni. Dosadime nalezene body: f(0,+1) = 5 af % 0

L. Tedy kandidatem na maximum je hodnota 2 > nabyvana v bode h [0, £1].
Dale ukazeme, ze existuje R > 0, ze V[z,y] ¢ B(o,R) : f(z,y) < 2.
toho plyne, ze sup,,(f) = SUPB(O,R)(f)' Protoze f je spojita a B(o, R) kom—
paktni (omezena, uzavrena -triv.), tak f nabyva maxima a to g v bodech
[0,£1]. Oznacime t := 2? + y? > 0. Pak ¢(t) := 5te™t > f(x,y). Dale
@' (t) =5(1—t)e " <0 prot>1aep(l)=2. Staci tedy volit R > 1, pak pro
22+ y? =t > R > 1 plati, ze

f(z,y) < (t) < p(R) < p(l) = —

N ~—
I

e [2. zadani] f(z,y) := (z +y)e 273, M = {[z,y] € R?; x>0,y > 0}.

+

| € M aV[z,y e M: 0= f(0,0) < f(z,y). Z
Poz. 1.1 plyne, ze inff(M) = 0 a minimum se nenabyva. Ocividne M =
{[z,y] € R?%; = > 0,y > 0}. Oznacme t = x +y > 0 a ¢(t) = te”2 >
flz,y). &t ) (1—2t)e=® <0 prot > 3. Tedy proxz+y =t > 1 plati
flz,y) < p(t) < (1) = e 2 = f(1,0). Oznacme N := {[z,y] € R? x >
0,y > 0,z +y < 1}. Pak N je kompakt (omezena - trojuhelnik, uzavrena).
Ze spojitosti f plyne, ze supy(f) = supy(f) = maxy(f) = maxgz(f).

Vf(z,y) = [(1-2z—2y)e > % (1 -3z — 3y)e >* %] # [0,0].

e [2. reseni] Ocividne [0,0
2

Z (V16) plyne, ze f nenabyva extremu na mnozine M. Tedy f nabyva extremu

na hranici M (osy z,y). f(z,0) = ¢(z) a ¢(x) nabyva maxima 5- v bode 3.

Obdobne f(0,y) nabyva maxima 5= v bode . Tedy maxz7(f) = supy(f) =
1

2e”



Parametrizace
e [1. zadani] f(z,y) := 2% + v, M = {[z,y] € R?; 2% + 4y = 1}.

e [1. reseni] Dosadime do f vztah 22 = 1 — 4y? a obdrzime g(y) := 1 — 3y2.
Protoze 4y?> =1 — 22 < 1 mame y € <—%, %> Funkce g nabyva na intervalu
<—%, %> maximum v bode y = 0 a minimum v bodech y = :l:%. Tedy f nabyva

maximum 1 v bodech [+1,0] a minimum § v bodech [0, +1].
e [2. zadani] f(z,y) = 2% + 122y + 2y*, M := {[z,y] € R?; 42? +y* =1}.
e [2. reseni] Dosadime y = +v/1 — 422 a obdrzime g4 () := f(z, £v1 — 4a2).

Protoze 22 = %7 tak mame = € <—%,% =: N. Staci tedy nalezt extremy
funkce g+ na mnozine N. Body podezrele z extremu jsou krajni body a body,

kde ¢/, (x) = 0.

gt (z) =2 — T2% £ 122/1 — 422 =
472
'()=—1de+12 (V1 —-422 - ——— | =0 =
(14z/1 — 422)? =144(1 — 82%)? = 0 = 10000z* — 250022 + 144 —

16
0 =(10027)? — 25(100z?%) + 144 = 100> = {9

2 3 2 3 3 4
+-,+— ) = +—,+= +— +=1 ;.
velsdeil = wae{|edl| 252
2 22+ 72 4 137+ 2 1 1
f i77i§ = ! ) f iiaif :ua f i770 = -
5 5 25 107 5 100 2 4

Minimum funkce f je tedy —2 a nabyva se v bodech + [%7 —%] a maximum

je % a nabyva se v bodech + [1—3’0, %]

Extremalni body

Definice 1.2. Nechtn € N a A C R™ konvexni. Rekneme, ze bod x je extremalnim
bodem mnoziny A (x € ext(A)), jestlize neexistuje usecka prochazejici bodem x s
koncovymi body y,z € A, kde =,y a z jsou navzajem ruzne body.

Veta 1.3. Nechtn € N, A C R" konvexni a funkce f : R™ — R nabyva extremu na
A.

(a) Necht f je ryze konvexni. Pak body mazima funkce f vzhledem k mnozine A
Jsou extremalni body. (maxa(f) = maxexa)(f))

(b) Necht f je ryze konkavni. Pak body minima funkce f vzhledem k mnozine A
jsou extremalni body. (mina(f) = minea)(f))

(c) Necht f je konvexni. Pak max,(f) = maxex(a)(f) @ mnozina bodu mazima
funkce f wvzhledem k mnozine A je podmnozinou konvexniho obalu mmnoziny
bodu mazima funkce f vzhledem k mnozine ext(A).

(d) Necht f je konkavni. Pak mins(f) = minea)(f) a mnozina bodu minima
funkce f wvzhledem k mnozine A je podmnozinou konverniho obalu mmnoziny
bodu minima funkce f vzhledem k mnozine ext(A).



(e) Necht f je afinni (konvexni a konkavni). Pak maxs(f) = maxeg(a)(f) a
mnozina bodu mazima funkce f vzhledem k mnozine A je konvermim obalem
mnoziny bodu mazima funkce f vzhledem k mnozine ext(A). Obdobne turzeni
plati pro minima.

[1. zadani] f(z,y) :=x+ 2y — 32, M = (0,1)3.

[1. reseni] Mnozina M je krychle a ext(M) jsou vrcholy teto krychle. Z
Vety 1.3 (e) plyne, ze staci vysetrit ext(M). Maximum 3 tedy funkce f nabyva
v bode [1, 1,0] a minimum —3 v bode [0, 0, 1].

[2. zadani] f(x,y) :=5x—Ty, M := {[z,y] € R%;, y >0, z+y < 2, z—y > 0}.

[2. reseni] Mnozina M je trojuhelnik a ext(M) = {][0,0],[1,1],[2,0]} jsou
vrcholy tohoto trojuhelniku. Z Vety 1.3 (e) plyne, ze staci vysetrit ext(M).
Maximum 10 tedy funkce f nabyva v bode [2,0] a minimum —2 v bode [1, 1].

1.0.2 Lagrangeovy multiplikatory
Postup

Uvedeme si zde postup jak pomoci vety o Lagrangeovych multiplikatorech (V24),
(V25) nalezt supremum (maximum) a infimum (minimum) C! funkce f vzhledem k
omezene mnozine M a pripadne body, ve kterych se techto hodnot nabyva.

(A) Zadefinujeme funkce, ktere budeme dale pouzivat (typicky ®, pripadne ¥) a
overime, ze spolu s funkci f jsou C! a tedy i spojite na nejake otevrene nadm-
nozine mnoziny, kde jsou pouzivany (typicky M). Casto trivialni. Spoci-
tame gradienty techto funkci. To nam umoznuje v kroku (B) pouzit vetu o
urovnovych mnozinach (V11), v kroku (D) vetu o nabyvani extremu (V14)
a v krocich (F;) vety o nutne podmince existence extremu (V16) a o La-
grangeovych multiplikatorech (V24), (V25).

(B) Zjistime, zda mnozina M je uzavrena. Pouzivame zde casto vetu (V11) o
urovnovych mnozinach spojite funkce. Pokud ne, tak v bodech (B) - (G)
pracujeme misto mnoziny M s mnozinou M.

(C) Overime, ze mnozina M je omezena. V jednoduchych pripadech muzeme
mnozinu nacrtnout nebo slovne popsat (polokoule, kvadr, elipsa, trojuhel-
nik). Ve slozitejsich pripadech je treba omezenost dokazat pomoci vhodnych
odhadu. Nekdy lze pouzit polarni souradnice.

(D) Z (B) a (C) plyne, ze M je kompakt a z (A) tedy plyne dle (V14), ze f nabyva
maxima a minima na M.

(E) Nyni si rozlozime mnozinu M = |J M;, kde mnoziny M; budou jednoho z tri
nasledujicich typu:

() M; je otevrena.

(B) Existuje ® € C1(G), ze M; = G N ®~1({0}), kde G je nejaka otevrena
mnozina.

(v) Existuje ®,¥ € CY(G), ze M; = G N & 1({0}) N ¥~1({0}), kde G je

nejaka otevrena mnozina.

(F;) Nyni pro kazdou mnozinu M; pomoci vet (V16), (V24), (V25) nalezneme
vsechny body v teto mnozine, kde muze byt extrem (budeme znacit cervene).
Temito body jsou body, kde nasledujici vektory jsou linearne zavisle: V pri-
pade («) je to Vf(x), v pripade (8) je to Vf(x), V®(x) a v pripade () je



to Vf(x), VO(x) a V¥(x). Predpoklady vet jsou splneny, neb dle (A) jsou
dane funkce tridy C'. Presny postup je nasledujici:
(o) Dle (V16) resim Vf(x) = o,
(8) Pouzivam (V24) pro vazbu ®.
(a) Hledam x € M;, ze V®(x) = o.
(b) Resim nasledujici soustavu rovnic:
Vi(x) +AVe(x) =o,
d(x) =0,
kde A je nejake realne cislo.
(7) Pouzivam (V25) pro vazby ® a V.
(a) Hledam x € M;, ze V¥(x) = 0 nebo existuje o € R, ze

aVV¥(x) =Vo(x).

(b) Resim nasledujici soustavu rovnic:

kde A, u jsou nejaka realna cisla.

(G) Dosadime do funkce f vsechny body nalezeny v krocich (F;). Dle (D) vime,
ze alespon jeden z techto bodu je bodem maxima (a dle (V16), (V24), (V25)
mimo tyto body maximum byt nemuze) a alespon jeden z techto bodu je
bodem minima (a dle (V16), (V24), (V25) mimo tyto body minimum byt ne-
muze). Body, ve kterych je nejvyssi hodnota jsou tedy vsechny body maxima
a body s nejnizsi hodnotou jsou vsechny body minima.

(H) Pokud puvodni mnozina M neni uzavrena (viz bod (B)), tak zjistim, zda
nektere body maxima lezi v puvodni M. Pokud ano, tak toto jsou skutecne
body maxima. Pokud ne, tak se maxima nenabyva a nalezena hodnota je dle
Poznamky 1.1 hodnotou suprema puvodni mnoziny M. Podobny proces se
provede i pro minimum (resp. infimum).

1. priklad
Zadani: f(z,y,2) = 10z+a—y, M := {[x,y,2] € R?; 22+¢y?*+22 < 1, a+y > 0}.

Reseni:

(A) Oznacime ®(x,y,2) := 22 +y> + 22 — 1, U(z,y,2) = 2 +y. f,® ¥ jsou
polynomy a tedy f,®, ¥ € C'(R3).

Vf(x7yaz) :[17 _15 10]7 V(I)('rayvz) :[2'1:’2:%23]’ vq](xvyaz) :[L 1,0]

=& ((—o0, nw— ,+00)), D,V € :19 M je uzavrena.
(B) M =&} ((—o0,0) N W1({0, +ox)), &, W e € &

(C) M je jednotkova polokoule a tedy omezena.

(D) OK



(E) M=M1UM2UM3UM4, kde

My =31 ((—00,0)) N TL((0,40)), typ (a),
Ma =31 ({0}) N &~1((0, +00), typ (8),
Mz =91 ((—00,0)) N1 ({0}), typ (8),
My =0~ 1({0}) N ¥ ({0}), typ (7).
(F1) Vf(z,y,2) # o.
(F2) Lag. mult. (V24) pro vazbu ®.
(a) VO(z,y,2) =0 & [2,y,2] = 0 ¢ M>.
(b)
(1) : 142Xz =0, (1) = A #0,
(I1): =142y =0, (I)+ (IT):2X(x +y) =0,
(II1) : 10 + 2\z =0, z +y =0,
(IV): a®+y*+2% =L
Protoze ¥(z,y,z) = z +y > 0 na mnozine M, tak reseni rovnic v

mnozine My neexistuje.

(F3) Lag. mult. (V24) pro vazbu W.

(a) VU(x,y,2) # o.
(b) Vf(z,y,2) + AV¥(2,y,2) = [1 + A, —1 + X, 10] # o.

(F4) Lag. mult. (V25) pro vazby ® a .
(a) VU(x,y,z) # o. Rovnice

je splnena pro nejake & € R pokud z =y a z=0. Z ¥(z,2,0) =22 =0
na My plyne, ze x = y = 0. Bod [0,0,0] ¢ M.

(b)
(I): 1422z +p=0, (I)+ (II):2X\(xz+y)+2u=0,
(IT): —142X\y+p=0, IV)=pu=0, (III) = X #0,
(IIT) : 104 2X\z =0,  10(I1) + (III) : 10y + z =0,
(IV): T +y =0, (IV), (V) = 102y* =1,
1
(V): 2 +y°+22 =1, i\/@[—l,L—lO] =[z,y, 2.

@) f (ﬁ: ﬁ[—l,l,—l()]) = FV/102.

(H) Funkce f nabyva na mnozine M minimum —v/102 pouze v bode /143 [—1,1, —10]
a maximum v/102 pouze v bode /151, —1,10].



2. priklad

Zadani: f(x,y,2) =22 —3y+2, M = {[z,y,2] ER3; 22 +¢y> +22 <1, 22+
y—2z<0}.

Reseni:

(A) Oznacime ®(x,y,2) == 2% +y>+22 -1, ¥(z,y,2) =22 +y— 2. f,®, ¥ jsou
polynomy a tedy f,®, ¥ € C*(R3?).

Vf(a:,y,z) :[2a 737 1]5 V@(x,y,z) :[2I72y722}, V\Ij(‘rayvz) :[27 17 71}

(B) Mnozina M neni uzavrena. M = ®~((—o0,0)) N ¥~1((—o0,0)).
(C) M je jednotkova polokoule a tedy omezena.
(D) OK
(E) M ]\41U]\42U]\43U]\447 kde
My =07 ((~ 00,0)) NP H((=00,0)), typ (a),
M :=271({0}) N ((—OO 0), typ (8),
My =07 ((— 0070)) ~t({oh), typ (8),
My =271 ({0})n ¥ ({0}) typ (7).
(Fl) Vf(x,y,Z) 7& o.
(F2) Lag. mult. (V24) pro vazbu ®.
(a) VO(z,y,2) =0 < [z,y,2] = 0 ¢ M>.
(b)
(1) : 24 2\z =0, 3(I)+2(II) : 2A(3x + 2y) =0,
(I1) —342\y =0, (II)+3(III): 2\(y + 32) =0,
(II1) : 14202 =0, (I)=>A#£0=3z+2y=0, y+32=0,
1 2 14
(IV): 2®+y? 42" =1, 2=y, 2=y, (V) >y’ =1, =
S Y (T |
Yy = \/ﬁ 14 ] =T, Y, =]
Protoze ¥ (:I:, / ﬁ [—2,3, 71]) = 0, tak reseni rovnic v mnozine My ne-
existuje.

(F3) Lag. mult. (V24) pro vazbu V.
(a) V¥(z,y,2) #o0

(b)
(I) : 242X =0, (II)= \=3,
(IT) : —3+A=0, (III)= =L,
(I11) : 1— =0,

IV): 2z+y—z=0.
Tedy reseni neexistuje.

(F4) Lag. mult. (V25) pro vazby ® a .



(a) V¥(x,y,z) # o. Rovnice
OéV\I/(J}, Y, Z) = [2&7 «, —Ot] = [255, 2ya 2'2] = V<I>(x, Y, Z)

je splnena pro nejake o € R pokud 2 =2y a z = —y. Z V(2y,y,—y) =
6y = 0 na My plyne z =y =z =0. Bod [0,0,0] ¢ M.

(b)
(I): 2+ 2\ + 2u =0,
(II): =342 y+ p=0,
(IIT): 142Xz — =0,
(Iv): 2x +y — z =0,
V): 2?49?4222 =1,

(
(VI): 2(I) + (IT) — (I1T) : 0 =2\(2z + 1y — 2) + 6u
=2V (z,y,2) + 6u

(W)

Z (VI) plyne, ze u = 0 a lze tedy pocitat jako v pripade (F2) a obdrzime
body 44/ [-2,3,—1].

(@) f (25 2.3, -1]) = FViL
(H) Body nalezene v kroku (F4) nejsou v M a tedy funkce f nenabyva na mnozine
M minimum, infy/(f) = —v/14 a nenabyva ani maximum, sup,;(f) = v/14.
3. priklad
Zadani: f(x,y,z):=e** M = {[z,y, 2] € R3; 2%+ 2y + 322 = 30}.

Reseni: Protoze exponenciela je rostouci, staci hledat extremy funkce g(z,y, z) :=
zyz a nasledne je dosadit do exponenciely.

(A) Oznacime ®(x,y,2) = 2% + 2y + 322 — 30. g, ® jsou polynomy a tedy
g,® € CL(R?).

Vy(x,y,z) =[yz,zz,xy], VO(z,y,z) =[2z,4y,6z].

B) M=®"1({0}),®eC WD p je uzavrena.

M je povrch elipsoidu a tedy omezeny.

(B)

(©)

(D) OK

(E)
)

E) Mnozina M = M; je typu 5.
(F1) Lag. mult. (V24) pro vazbu ®.
(a) VO(z,y,2) =0 [z,y,2] =0 ¢ M.
(b)
(I): yz + 2z =0, x(I) — y(IT) : 2X(z* — 2y*) =0,
(I1) vz + 4 y =0, x(I) — z(I11) : 2\(2® — 32*) =0,
(III): xy + 62z =0, pokud \ # 0 = z? = 2% =32° =
(IV): a2+ 2¢% + 322 =30, U = +V10 =



1
+/10,+v/5, 44/ 70

Pokud \ = 0, tak [z, y, 2] € N := {[0,0, +v/10], [0, £/15, 0], [+1/30, 0, 0] }.

(G)g([ﬁ:m,i\/g,ﬁ: %O) i1ofag ) = {0}

= ['T7y72]'

(H) Funkce f nabyva minimum e~!° % na mnozine M pouze v bodech {:ﬁ:\/ 10, +v/5, +

kde lichy pocet souradnic je zaporny. Funkce f nabyva maximum 610\/§ na
mnozine M pouze v bodech {:I:\/l(), +/5,+ % , kde sudy pocet souradnic

je zaporny.

4. priklad
Zadani: f(z,vy,2) := arccotg(yz), M = {[x,y,2] € R3; 22422 <4, 22+y? < 1}.

Reseni: Protoze funkce arccotg je klesajici, staci hledat extremy funkee g(x,y, z) :=
yz a nasledne je dosadit do funkce arccotg.

(A) Oznacime ®(z,y,2) = 22 + 22 — 4, U(z,y,2) == 22 +y? — 1. ¢,®, ¥ jsou
polynomy a tedy g, ®, ¥ € C}(R3).

Vy(z,y,2) =[0,2,y], V&(x,y,2)=[2,0,22], VV¥(x,y,z2)=[2z,2y,0]

(B) M = &1 ((—00,0)) N W~1((—00,0)), ®, ¥ € ¢ L2 M je uzavrena.

(C) VU(z,y,2) <0=|z|,ly| <1, ®(z,y,2) < 0= |z] <2. Tedy M je omezena.
(D) 0

(E) M = M1 UMQUM3UM4, kde

M =37 ((=00,0)) N T ((=00,0)), typ (a),

( (c)
My :=d~1({0}) N ¥~ ((—00,0)), typ (),
Mj :=®~"((—o0,0)) N T~ ({0}), typ (8),
My =01 ({0}) N v~ ({0}), typ (7)-

(F1) Vy(z,y,2) =0 y=2=0. Body [2,0,0] € M; & |z| < 1.
(F2) Lag. mult. (V24) pro vazbu ®.
(a) VO(z,y,2) =0 x=2z=0. Body [0,y,0] ¢ Mo.

b

" (I): 22 =0, (II),(IV)=z==%2,
(II): z =0, [£2,y,0] ¢ Mo,
(II1): y+2Xz =0,
(IV): 2%+ 2% =4.

(F3) Lag. mult. (V24) pro vazbu V.
(a) V¥(z,y,2) =0 2z =y=0. Body [0,0, 2] ¢ Ms.



(I) : oAz =0, (II1),(IV) =z =+1,
(IT): z+2\y=0, (II),(IIT) = z =0,

)
(II1) : y =0, [z,y, 2] =[+1,0,0] € Ms,

(IV): 2* +y* =1.
(F4) Lag. mult. (V25) pro vazby ® a .
(a) VU(z,y,2) =0< =y =0. Body [0,0, z] ¢ M. Rovnice
aVV¥(z,y,z) = 20z, 2ay,0] = [22,0,2z2] = VO(z,y, 2)

je splnena pro nejake a € R pokud z = z = 0 nebo y = z = 0. Body
[O7ya 0]7 [$7070] ¢ M4~

Iv),(V)

(I): 2X\x+ 2ux =0; pokudz=0" = 2=42,y=+1=
(IT): z + 2uy =0; = [z,y,2] =[0,£1, £2],
(III):  y+2\z =0; pokud z # 0 ) = —p =
(Iv) 22+ 22 =4; £ 2u(y® + 2%) =0,
(V): 24y’ =1 (V) =(IV):y® - 2" =3,

(VI)=y(II) — 2(I11) : 2(uy* — X\z*) =0,

Pokud g # 0, tak y? + 22 = 0 a tedy 2y?> = —3, coz nelze. Pokud
uw=—X=0,tak z (II) a (III) plyne y = z = 0. Z (IV) pak plyne z = +2
a z (V) plyne z = £1, coz nelze.

(G) g(x,0,0) =0, g(0,£1, £2) = £2.
(H) Funkce f nabyva na mnozine M minimum arccotg(2) pouze v bodech +(0, 1, 2]
a maximum arccotg(—2) pouze v bodech [0, 1, —2].
5. priklad - domaci ukol
Zadani: f(z,y,2) :=ay+2z, M = {[z,y,2] € R3; 22 +y?> =2, zyz > 1, z > 1}.

Reseni: Protoze [1,1,n] € M pro kazde n € N a f(1,1,n) = n+1 — +oo,
tak sup,;(f) = +oo. Budeme tedy hledat pouze minimum (infimum). Definujme
g(z) == z+ L. Pak g je spojita na (1,+00), ¢'(2) = 1 — 5 a ¢g/(z) > 0 pro

z
z € (1,400). Tedy funkce g ma v bode 1 ostre minimum vzhledem k mnozine

(1,+00). Vime, ze pro [z,y,z] € M plati zyz > 1 a z > 1. Tedy ay > % a

flay )24 =g(z) > 1) =2

a rovnosti vyse nastavaji pouze v pripade, ze z = 1 a xyz = 1. Pak na M mame
2?2 +9y? =2 axy = 1. Z cehoz plyne, ze

(x—y)z:$2+y2—2xy:2—2:0:>x:y:1,

Minimum funkce f na mnozine M je tedy 2 a nabyva se pouze v bode [1, 1, 1].
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6. priklad
Zadani: f(x,y) :=e¥, M := {[z,y] € R?; (22 +y?)? = 2(z? — y?)}.

Reseni: Protoze exponenciela je rostouci, staci hledat extremy funkce g(z,y) :=
y a nasledne je dosadit do exponenciely.

(A) Oznacime ®(x,y) := (22 + y?)? — 2(2? — y?). g, ® jsou polynomy a tedy
g,® € CH(R?).

Vy(w,y) =[0,1], V&(z,y) =[4x(z”* +y* — 1), 4y(2® + y* + 1)].

(B) M=o~ 1({0}),®eC D py je uzavrena.

(C) Pouziji polarni souradnice x = r cos(«), y = rsin(a). Pak
O(z,y) = (2° +y?)? — 2(z® — y?) = r* — 2r% cos(2a) = 0.
Tedy r = 0 nebo 72 = 2cos(2a) < 2. Z cehoz plyne, ze M C B(o,/2) a je
tedy omezena.
(D) OK
(E) Mnozina M = M, je typu S.
(F1) Lag. mult. (V24) pro vazbu ®.
(a) VO(z,y) =0 < [z,y] € {[£1,0],[0,0]}. Body [£1,0] ¢ M.
(b)

(I): Maz(z? +y? — 1) =0, pokud = =0 SEEY y=0,

(II): 14 My(2®+y*+1) =0, (IT) =\ # 0,
(I1I): (2* +y*)? — 2(2* — y*) =0, pokud z #0 A2 v =1,=

V3 1

YO =4
2 YT 55

Do ) =142 =3=>2=+

Mame tedy [z,y] = L[£/3, £1].

(G) g (3[xV3,£1]) = +1 a ¢(0,0) = 0.

(H) Funkce f nabyva minimum 7z na mnozine M pouze v bodech 1[+Vv3,-1).

Funkce f nabyva maximum /e na mnozine M pouze v bodech %[:ﬁ:\/g, 1].
7. priklad
Zadani: f(x,y) := arctg(z), M := {[z,y] € R?; (22 +y*)? = Kay}, K > 0.

Reseni: Protoze arctg je rostouci funkce, staci hledat extremy funkee g(x,y) := x
a nasledne je dosadit do funkce arctg.

(A) Oznacime ®(x,y) = (2 + y?)? — Kay. g, ® jsou polynomy a tedy
g,® € C}(R?).

Vy(z,y) =[1,0], VO(z,y) =[z(2® +y°) — Ky, 4y(a® + y*) — K],

(B) M =o-1({0}), @ eC D py je uzavrena.
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(C) Pouziji polarni souradnice x = r cos(a), y = rsin(a). Pak

2
O(z,y) = (2> +¢*)* — Kay =" - %KSin(Qa) —0.

Tedy r = 0 nebo r? = $ K sin(20) < % 7 cehoz plyne, ze M C B (o, w/%)
a je tedy omezena.

(D) OK
(E) Mnozina M = M; je typu .
(F1) Lag. mult. (V24) pro vazbu ®.
(a) Resime V®(z,y) = o:
dx(2® +y%) =Ky = day(2® +y*) =Ky,
dy(2® +y?) =Kz = dyz(2® + %) =K2* =
? —y? =0 =z ==y,

VK
> |

®(z, +z) = d2* F K2* =0 @(xzyzO)\/(mzy:i

S

Mame tedy body [0,0] a + [‘/Q—E 5 }

(I): 1+ Mdx(z? +y?) — Ky) =0, (I) = X #0,
(IT): Mdy(2? +y*) — Kx) =0, ([II)=2=0cy=0,
(III): (z? +y*)? — Koy =0, pokud z,y #0 =
Yan-—uiny: @) —a) =0 a2 =g

K
(+£V3y,y) = 16y FEV3y’> =0 = (y = 0)V (m =V3y,y==+ 4\@) :
Mame tedy [z,y] = [0,0] nebo [z,y] = £+ [\/ 3KV3,VK ]

(G) 9(0,0) =0, g (+ [YE,E]) =+F a

o (11 [V, ] ) - £

- VK _ V/3KV3
Navic *5+ < Y.
(H) Funkce f nabyva minimum _%\/g na mnozine M pouze v bode

[ \/3K\f —\/K\f} Funkce f nabyva maximum SK\/g na mnozine M

pouze v bode 1 1 [\/ 3KV3,VK 3} .
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8. priklad

Zadani: f(z,y) := M = R2.

z—y
T
Reseni: Uvedomme si, ze f(z,y) = —f(—x,—y). Funkce f ma tedy maximum

m v bode A prave tehdy kdyz, ma funkce f minimum —m v bode —A. Staci tedy
nalezt pouze maximum a body maxima funkce f. Uvedomme si

eyl _laltlyl _ Jel+l] _ 2

|f(z,y)| = PPl 2 ty? - EEE T fal+

E)kud tedy [x,y] ¢ N = (—4,4)2, tak f(z,y) < % < % = f(1,-1). Protoie
N je kompakt (omezena a uzavrena) a f € C(R?), tak f nabyva maxima na N.
Vzhledem k nerovnostem vyse, vsak toto maximum musi byt v N a tedy sup,,(f) =
supy (f) = maxy(f) = maxy(f). N je otevrena, f € C'(R?) a tak staci nalezt
body, kde gradient f je nulovy (viz. (V16)) a z techto bodu vybrat ten s nejvyssi

funkeni hodnotou.

of  *+y*+1-2z(x—y) y*+1-2*+2zy

I): = = =0
( ) ox ($2+y2+1)2 (x2+y2+1)2 ?
(I1) : 37f_—m2—y2—1—2ya:—y)_y2—1—x2—2xy_0

Cody (22 +y2 +1)? N e

@+ + D))+ ID): 2 —2°)=0= z==2y=
f f
2’ 210
f (i [\/g, —\/gD = i\/g. Funkce f ma tedy maximum \/g a nabyva ho pouze
v bode [\/g, —\/g}
9. priklad
Zadani: f(z,y) :=aye Y, M = {[z,y] € R?; >0, y > 0}.

1
NCIY 1+22=0— (2:y2Ax:_y>:> +

Reseni: Oznacme t := a2y > 0, g(t) := te”!. Pak zjevne f(z,y) = g(t) a
staci tedy hledat pouze extremy funkce g na mnozine (0, +00). Protoze ¢'(t) =
(1 —t)e t, tak ¢’'(t) < 0 na (1,+00) a ¢'(t) > 0 na (0,1). Protoze g € C*((0,+00))
a limy, 4 g(t) = 0 = g(0), tak g ma minimum 0 v bode 0 a maximum 1 v bode
1. Mame tedy, ze f ma vzhledem k mnozine M minimum 0 a nabyva ho pouze
na mnozine {[z,y] € R?; zy = 0} a f ma vzhledem k mnozine M maximum < a

nabyva ho pouze na mnozine {[z,y] € R?; zy =1}

10. priklad
Zadani: f(z,y) := arccotg(z®+y), M := {[z,y] € R?; 4y®> —4y+2? =0, y > 0}.

Reseni: Protoze arccotg je klesajici funkce, staci hledat extremy funkce g(z,y) :=
2% 4 y a nasledne je dosadit do funkce arccotg.

(A) Oznacime ®(z,y) := 4y® — 4y + 2%, ¥(z,y) = y. g, ®, ¥ jsou polynomy a tedy
9.0, 0 € C(R?).

Vo(z,y) =[22,1], V&(z,y) =[2x,12y* — 4].
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(B) Oznacme
N = {[z,y] € R? 43> —dy+ 2> =0, y > 0}.

Ukazeme, ze M = N = M U {o}. ®(z,0) = 22 = 0 prave tehdy kdyz = = 0.
Mame tedy N = M U {o}. N = &~ 1({0}) N ~1({0, +00)), &, ¥ € ¢ L2 N
je uzavrena a tedy N D M. Zbyva tedy ukazat, ze {0} € M. Pro y € (0,1)
mame ®(0,y) < 0. Pro z € R mame ®(z,0) > 0. Necht 1 > ¢ > 0 je
libovolne, pak zvolim 0 < z,y < € a mam tedy [z,0],[0,y] € B(o,¢). Zvolime
h(t) := ®((1—t)z, ty). Pak h € C(R), h(0) = ®(z,0) > 0ah(l) = (0,y) < 0.
Z Bolzanovy vety o nabyvani mezihodnot plyne, ze existuje to € (0,1), ze
h(to) = ®((1 —to)x, toy) = 0. Vzhledem k tomu, ze bod [(1 —tg)z, toy] lezi na
usecce spojujici dva body lezici uvnitr koule (konvexni mnoziny), tak i tento
bod lezi uvnitr teto koule. Mame tedy B(o,¢) N M # 0 pro kazde € > 0. Pak
ovsem o € M.

(C) Z <I>(x y) = 0 plyne, ze 4> < y a tedy y < 1. Protoze y € (0,1), tak
22 =4y — 4y < 4. Pak M C (-2,2) x (0,1) a je tedy omezena.

(D) O
(E) Mnozina M = M U {o}, kde M = M; je typu S.
(F1) Lag. mult. (V24) pro vazbu ®.

(a) VO(z,y) =0 < [z,y] = {O:N: }

(b)
(I1I)

(I): 2z + 2 z =0; pokud z =0 = y € {0,£1} =
(I1): 1+4ABy* —1) =0; = [z,y] =[0,1],

(ITI):  4y® — 4y + 2% =0; pokud z #£0 % A= —1 =

an .. o 520, a1n _ TS5 |5

— 12y = \/ oyl = S EASTRETIE

(G) ¢(0,0) =0, g( ,/ 2,,/ D— /5 500,1) =

(H) Funkce f nabyva minimum arccotg (m %) na mnozine M pouze v bodech

1/ w/ 1 Protoze bod o € M\ M, tak funkce f nenabyva maximum

na M a supy,(f) = 5.

10. priklad - alternativni reseni

Zadani: f(z,y) := arccotg(z®+y), M := {[z,y] € R?; 4y®> —dy+2? =0, y > 0}.

Reseni: Protoze arccotg je klesajici funkce, staci hledat extremy funkce g(z,y) :=
2? + y a nasledne je dosadit do funkce arccotg. Podobne jako v (B) ukazeme, ze
M = M U{o} = N a podobne jako v (C) ukazeme, ze y € (0,1). Dosadime vztah
®(x,y) = 0 < 22 = 4y —4y3 do g a dostaneme funkci h(y) = 5y —4y?>, jejiz extremy
budeme zkoumat na mnozine (0,1). Protoze h'(y) = 5 — 12y, tak h/(y) > 0 pro

y € (O, \/%), K (y) <Oproy € (1/ , ) a h € C(R), tak h muze nabyvat extremu

pouze v bodech 0,1, 4/ 15—2 Pak jiz staci dosadit a jsme hotovi.
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11. priklad

Zadani: f(z,y) =2 —y, M :={[z,y] €R? 2° —y> + 32y =0, >0, y <0}.

Reseni:

(A)

(B)

(D)
(E)
(F1)

Oznacime ®(x,y) := 2° —y3+3zy. f,® jsou polynomy a tedy f,® € C*(R?).
Vi(z,y) =[1,-1], V®(x,y)=[32>+ 3y, -3y + 32].

Oznacme

N :={[z,y] € R? ®(x,y) =0, y <0, x> 0}.
Ukazeme, ze M = N = M U {o}. ®(z,0) = 23 = 0 prave tehdy kdyz
x = 0. Podobne ®(0,y) = —y® = 0 prave tehdy kdyz y = 0. Mame tedy
N =MuU{o}. N=o{0o})n{[z,y] € R} = >0, y <0}, 2,y € C

VL) N je uzavrena a tedy N O M. Zbyva tedy ukazat, ze {o} € M. Pro

z € (0,1) mame ®(z,—x) = 22° — 322 < 0 a ®(2,0) > 0. Necht 1 > ¢ >0
je libovolne, pak zvolim 0 < z < 5 a mam tedy [z, —x],[z,0] € B(o,¢).
Zvolime h(t) := ®(x,—tx). Pak h € C(R), h(0) = ®(z,0) > 0 a h(l) =
®(z,—x) < 0. Z Bolzanovy vety o nabyvani mezihodnot plyne, ze existuje
to € (0,1), ze h(ty) = ®(x,—tox) = 0. Vzhledem k tomu, ze bod [z, —tox]
lezi na usecce spojujici dva body lezici uvnitr koule (konvexni mnoziny), tak i
tento bod lezi uvnitr teto koule. Mame tedy B(o,e) N M # () pro kazde € > 0.
Pak ovsem o € M.

Dokazeme sporem, ze z < 3 a y > —3. Nejprve predpokladejme, ze £ > —y a
x > 3, pak

(y<0) (z>—y,2>0) x>3
0=>&(z,y)=a2>—y>+3zy > 23+ 3zy > x3—3x2(>)0,

coz je spor. Obdobne se ukaze, ze —y > x a —y > 3 vede ke sporu. Tim jsme
dokazali, ze mnozina M C (0,3) x (—=3,0) a tedy je omezena.

OK
Mnozina M = M U {o}, kde M = M, je typu j3.
Lag. mult. (V24) pro vazbu ®.
(a) VO(z,9) = 0 (23] = 0) V ([z5]) = [1,—1]), [1,—1] & M.
0P

i — 2 —
P
%y(a?,y) = —3y®+ 3z =0,
d o
0P ,

%(;[;’ —z)= 3(z*—=x)=0<z€{0,1}.

(I):  1+3\a*+y) =0; (I)=\#0,
(IT):  —143X\(z —y?) =0;

(I1): 3 — Y3 + 3wy =0;
I+ (I
()3/\( ) -y trty=(+y)(c—y+1)=0=>
z— z 3 3 3
Oy 00 = |55
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(G) 9(0,0)=0,g(3,-2)=3.
3

(H) Funkce f nabyva maximum 3 na mnozine M pouze v bode [3,—3]. Protoze
bod 0o € M \ M, tak funkce f nenabyva minimum na M a infy/(f) = 0.
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